qui reste borné dés que I’exponentielle ne diverge pas, ¢’est-a-dire si 2£ > 0, et donc si a et
a

b. sont de mém.e signe. De plus, attendu que A < 0, 0 < 52 < 4ac et ainsi a et ¢ sont de méme
signe. La solution homogeéne reste donc bornée si a, b et ¢ sont de méme signe.

. b
SiA=0,alors r = — R est racine double et :
0= o w)exp (1),
2a

et la conclusion de stabilité est la méme que précédemment.

—b+vb? —4dac . —b— Vb —4ac ot
12

2a - 2a

Si A > 0 alors les racines sont réelles r) =

si(1) = syexp(rit) + syexp(rat),
qui reste borné si ry < 0 et r, < 0, ce qui est équivalent a :
* leur somme est négative : ry 4 ry = —[—) < 0, soit [3 >0;
a
* leur produit est positif ; riry = ¢ >0,
’ . . a 1
On en déduit donc que la solution homogéne reste bornée si a, b et ¢ sont de méme signe.
Critere de stabilité d’un systéme du premier ou du deuxiéme ordre

On conclut des paragraphes précédents :

Un systéme est stable si, et seulement si, sa solution homogéne, ¢’est-a-dire physique-

ment son régime libre, s’annule quand ¢ — oo,

Ainsi, un systéme stable s’amortit en absence d’entrée. Il existe de plus un critére opérationnél
de stabilité tres simple.

Un S?'S,tcme du premier ou du deuxiéme ordre est stable si et seulement si tous les
c()cthcneptg de P'équation différentielle homogéne ou du dénominateur de la fonction
de transfert sont de méme signe.

ﬁ Ce critére n'est plus suffisant pour un systéme d'ordre trois ou plus.

Exemple

On rappelle que seul le dénominateur de la fonction de transfert détermine la stabilité
du systeme -

—_— 2
Systeme stables -'*"]"*, —L_ 1= == -
e 2;_“) —“1=2p" 1+3p+4p? _4—[1—[)2
Systémes instables | - ! S — H L ﬂ

i 2-p" —l+p" 1-3ptap? 4+p-p?

Lien avec la stabilité mécanique

La définition de la stabilité, utilisée en mécanique, semble a priori différente. On lit ainsi
dans le Dictionnaire de I’Académie frangaise, huitieme édition, que le lecteur trouvera en
ligne sur internet, la définition de la stabilité :

En termes de mécanique, il désigne la propriété qu’un corps, écarté de son état
d’équilibre, a de revenir a cet état.
Quel est donc le lien avec la sortie bornée associée a une entrée bornée ? La réponse a cette
question passe par une autre interrogation : que signifie, pour un systéme électrique, étre
écarté de son état d’équilibre ?
On étudie par exemple le circuit électrique de la figure 1.3. Sans alimentation, ¢’est-a-dire
pour une entrée nulle, la sortie est nulle, ce qui constitue sont état d’équilibre. Pour écarter le
systéme de cette position d’équilibre, on lui impose une tension E g en entrée. Puis 'entrée est
remise 4 la masse et le systéme évolue en décrivant son régime libre. Le régime libre, pour
lequel I’entrée est nulle, est modélisé par I’équation différentielle homogene. Si celle-ci tend
vers zéro quand ¢ — oo, alors le systéme est stable et revient a son état d’équilibre de tension
nulle.
Si les termes employés sont différents, la définition « mécanique » de la stabilité est équiva-
lente 4 celle énoncée dans le paragraphe .
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Systéme du premier ordre

Soit un systeme passe-bas du premier ordre, décrit par sa fonction de transfert, qui n’est pas
écrite sous forme canonique pour les besoins de la démonstration :

Hy
a+bp

E(p) —|H(p) = — S(p)

Systéme passe-bas du premier ordre.

L’équation différentielle, qui modélise le comportement temporel du systéme, est issue de la
fonction de transfert :

N H
E((% = F‘;p— donc (bp+a)S(p) =HoE(p) puis b% +as = Hoe.
La sortie s (t), associée & I’entrée e (¢), est la somme de deux termes :
¢ la solution particuliére, notée s, (r) (indice p pour « particuliére »), cherchée sous la
méme forme que I’entrée (constante dans le cas d’un échelon, harmonique dans le cas
d’une entrée harmonique). Cette solution représente physiquement le régime établi;
* la solution homogeéne, notée sy, (¢) (indice A pour « homogéne »), solution de I’équation

homogene b E" +asp=0:

at
sp(t) =Aexp (——-b—) ,
ou A est une constante d’intégration trouvée avec les conditions initiales. Cette solution
représente physiquement le régime libre, obtenu dans le cas ou e = 0.
. at [ . - .
Ainsi, s (1) = A exp ( - —) +5p (7). Avec une entrée bornée, la solution particuliére est aussi

bornée, car elle est de la méme forme que I’entrée; son amplitude reste limitée. Les cas
classiques de I’entrée en forme d’échelon et I’entrée harmonique illustrent ce point :

HoE, .
s sp(t) = —-—%—2 sie(t)=Ep;
bw\ .
e sp(t)= HoFo cos (wt - arctan—) sie(t) =Eycos(wt)eta> 0.
@ + (bw)? a

Tel n’est pas toujours le cas pour la solution homogene, qui tend vers z€éro quand 1 — oo si
5 > 0, mais qui diverge si 5 < 0. Le systeme est donc stable si et seulement si les coefficients

du dénominateur de la fonction de transfert, a et b, pour les termes en p ° et p', sont de méme
signe.

Exemple
Le systéme de transmittance H (p) = 313p est stable, de méme pour celui de trans-
. 1
mittance H (p) = ————.
(p) = —— o

Et si le filtre ne présentait pas de caractére passe-bas? Le résultat serait le méme. En effet,
par exemple pour un passe-haut, la fonction de transfert et I’équation différentielle a laquelle

obéit le circuit sont :

S(p) p ) _ ds de
Z\ _Hy,—— donc (bp+a)S(p)=HotpE(p) puis b-—+as=HyT—.
E(p) Uy bp P p otpE(p) P & 0Ty
La solution particuliére reste bornée si I'entrée est bornée. La stabilit¢ est uniquement due &
ds; )
la solution homogéne, solution de I’équation homogene b — +as = 0, qui reste inchangée
par rapport au cas précédent. La conclusion quant a a stabilité est donc identique

Les termes différentiels caractéristiques de I’entrée, nuls dans I'équation homogéne, ne jouent
aucun role dans la stabilité. IIs proviennent du numérateur de la fonction de transfert

Le numérateur de la fonction de transfert ne joue aucun réle dans la stabilit¢ d’un sys-
teme linéaire.

Systéme du deuxiéme ordre

Soit un systéme passe-bas du deuxiéme ordre, décrit par sa fonction de transfert, qui n’est
pas écrite sous forme canonique pour les besoins de la démonstration :

Hy
" c+bp+ap?

E(p) —— |H(p) S(p)

- Systéme passe-bas du deuxiéme ordre.

L’équation différentielle, qui modélise le comportement temporel du systéme, est :

S(p) Hy
E(p) c+bp+ap?

donc (ap* +bp+c)S(p) = HoE (p)

: d*s ds
puis a—; +b— +cs = Hype
d-
Comme pour un systéme du premier ordre, la solution particuliére, cherchée sous la méme
forme que I’entrée, demeure bornée car Ientrée est bornée. Ce point reste acquis, quel que
soit le numérateur de la fonction de transfert, et donc le caractére passe-bas, passe-haut,
passe-bande, coupe-bande. ..
La stabilité n’est liée qu'a la solution homogéne, solution de I’équation homogéne :
d2s bd.s 0
a— +b—+es=0,
2
qui admet trois solutions suivant le signe du discriminant A de I’équation caracténstique
associée ar’ + br+ ¢ =0: A= b’ —4ac.

: bx A" 4ac b:
Si A < 0, alors les racines sont complexes r = ——— P et:
_ (b ) i ( Vaac—b [ Vdac -5 )
.\;,‘\”:CXP(WEXJ §1COS —“5‘;“——.’ ~s;sm( - 2 .).
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