Les Tris de base:
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Benchmark test des tris de base

triSelect

trinsertion

triRapide
trinsertionDichotomique
triFusion

timSort
binarySearchTreeSort

Données aléatoires




Benchmark test des tris de base

triSelect

trinsertion

triRapide
trinsertionDichotomique
triFusion

timSort
binarySearchTreeSort

Données déja triées




Benchmark test des tris de base

Données en ordre inversé

triSelect

trinsertion

triRapide
trinsertionDichotomique
triFusion

timSort
binarySearchTreeSort




1 - Le Tri par Sélection

L'idée du tri par sélection est qu’a chaque itération on sélectionne le plus petit élément
parmi ceux restants a la droite des éléments de gauche préalablement triés.

Recherche du minimum => coiit linéaire

|
select® ler => scan N-1 |_; ‘ 2 5 8 4 { 3 6
vy
select® 2nd => scan N-2 ‘ il ‘ 2 ‘ 5 8 4 7 3 6
v o
select® 3éme => scan N-3 ‘ 1 2 ‘ 5 ‘ 8 4 7 3 6
5 &
select® 4éme => scan N-4 ‘ 1 2 3 ‘ 8 ‘ 4 7 5 6
v g
select® 5éme => scan N-5 ‘ 1 2 3 4 ‘ 8 ‘ 7 5 6
* 7
select® 6eme => scan N-6 ‘ 1 2 3 4 5 ‘ 7 ‘ 8 6
A .
select® 7éme => scan N-7 ‘ 1 2 3 4 5 6 ‘ 8 ‘ 7
select® 8eme =>sean ‘ 1 2 3 4 5 6 7/ 8 ‘

28 comparaisons et 7 permutations



Recherche du minimum => coft linéaire de N-1

| . |
v

select® ler => scan N-1

select® 2nd => scan N-2

select® 3éme => scan N-3

select® 4eme => scan N-4

select® 5éme => scan N-5

select® 6eme => scan N-6

select® 7éme => scan N-7

s%&m%o a =

Signature du tri par sélection : rien ne change dans la diagonale inférieure



Travail a faire:

Proposer un codage pour le tri par sélection.

- Etablir l1a terminaison.
- Evaluer la Complexité [pire et meilleur des casl.
= Démontrer l’algorithme. [chercher un invariant]



Codage

L’idée est simple :
- on cherche le plus petit => C’est le premier !
- puis le plus petit parmi ceux restants

- etc....

def triSelect(L):

for i in range(len(L)): #soit i une position

for k in range( i+1, len(L) ): #on passe en revue tous les suivants

if (L[k] <LI[i]): #on sélectionne le plus petit
L[k], L[i] = L[i], L[k]  #pour remplacer le i-eme : SWAP !

return L




Complexité

Dans tous les cas... c’est la méme chose !

lere boucle FOR : taille N
2eme boucle FOR : taillede N-1 a 1
- Toujours 1 comparaison
- 0 ou 1 inversion

Toujours :
N-1+N-2+N-3+...+3+2+1 = N(N-1)/2 itérations C=0(N?)

, ) dans tous les cas
soit N(N-1)/2 comparaisons dans tous les cas

Dans le meilleur des cas : aucune inversion (tableau déja trié)
Dans le pire des cas : N(N-1)/2 inversions (tableau en ordre décroissant)

Terminaison : Double boucle FOR => #itération déterminé => Termine



Preuve : |Invariant:=>L[:n] tableau de taille n trié a I'étape n

L[:1] est trié car il n'y a qu'un élément.
De plus c’est le plus petit, car la 1ere étape est une recherche de minimum de L.

Soit L[:n] trié a ’étape n :

L[:n] trié I} recherche min 3
A [ ]
|
< L|n
brl = [[n-1]
i=n lors del’étape n+1 _ e
P L[:n+1] trié £1 recherche min
< L[n+1] = [[n]

L[i] est remplacé par tout élément plus petit de L[i+1:] que I'on passe tous en revue.
donc L[:n+1] est bien trié a I’étape n+1 ce qui prouve l'algorithme par récurrence.

C’est un algorithme Naif !



2 - Le Ir1 par Insertion

L'idée du tri par insertion est qu’a chaque itération on insere I'élément suivant dans la

partie gauche du tableau préalablement triée en le glissant autant que possible a gauche.

|
v
‘7‘2584136

1 +
2 | 7|58 | 4| 1|36
|
‘2 | e e e
T —
‘2 T e e D P A R e e
———
‘2 it [ S B e [ e
—
‘1 T B SR R [ o et
—
‘1 T o T P Mo
R S e e =i e A

20 comparaisons et 15 permutations




Signature du tri par insertion : rien ne change dans la diagonale supérieure




Travail a faire:

Proposer un codage pour le tri par insertion.

- Etablir l1a terminaison.
- Evaluer la Complexité [pire et meilleur des casl.
= Démontrer l’algorithme. [chercher un invariant]



Codage

L’idée est simple :

On veut maintenir les i premiers éléments du tableau triés !
=> pour insérer le i+1 éme on le fait glisser vers la gauche jusqu’a
ce qu’il soit bloqué par un élément plus petit que lui

def trilnsertion(L):
for i in range(len(L)-1): #soit i une position

j=i+1 # aff #je prend le suivant

while(j> 0 and L[j-1] > L[j] ): #comp #tant que celui a sa gauche est plus grand

( L[j-1], L[j]) = (L[j], L[j-1] ) #inv #je les permute SWAP !
j=j-1 #aff #glisse a gauche

return L




Complexité

Meilleur des cas / Pire des cas / en moyenne

1ere boucle FOR : taille N - 1

- 1 affectation : on prend 1'élément suivant

2eme boucle WHILE : taille de 0 a j<N-1 selon les cas
- 0 ou 1 inversion SWAP
- 0 ou 1 affectation

Selon les cas le nombre d’opérations réalisées n’est pas le méme :

.\\e& N -1 < #affectations < N-1 + N(N-1)/2 (e
o 2% N -1 < #comparaisons < N(N-1)/2 9 2
e” 0 < #inversions < N(N-1)/2 3e®
Linéaire ON) < complexité < O(NA2) Quadratique
Le meilleur des cas: —> est obtenu si le tableau est déja trié (pas de while)

Le pire des cas : —> est obtenu si il est trié en ordre décroissant (tjrs while)

En moyenne : on doit faire toutes les boucles FOR mais le glissement d’insertion ne parcourra
que la moitié de la partie triée [valeur moyenne] la complexité sera donc N(N-1)/4 ~ O(N~2)



Terminaison: On peut majorer le nombre de passage dans la boucle while par

Preuve:

N(N-1)/2. Donc I’algorithme termine !

Rq: -ilyaunnombre connu de boucle FOR
- dans chaque boucle while : j est une suite décroissante bornée par le bas en 0

Invariant : => apres n itérations n+1 éléments triés a gauche

- L[0] est trié car il n'y a qu'un élément (mais ici ce n’est pas forcément le plus petit)

- Soit LI:n+1] trié a 1’étape n : n éléments triés et jestle n+1 eme élément soit v = LJj]

L:n+1] trié . . j L[:n+2] trié
< Insertion
<V >V ? <V T >V
VvV V

- on obtient L[:n+2] trié a I’étape n+1 ce qui prouve I’algorithme par récurrence

Rq : On voit bien qu’en soi I'insertion
représente un cotit moyen linéaire




Stabilité du tri par insertion

On considere un tableau dont les entrées, toutes uniques ont deux attributs :
Cartes a jouer (valeur, couleur) :

1.7.*4. I RS 24*4 id & A F vy @
& & & Bre o . ve
U a? ® ¥ v v ® ¥ v ¢ 'Y

Premier tri par valeurs

. E T ¢ is & I Y v v z.y.*.y. 2404
'3 . & ve & & %o
LI ¢! v ¥ ® ¥ o Al € ¥ v v

C’est la méme chose que précédemment, puisqu’on ignore les couleurs.

On souhaite désormais trier a nouveau les cartes mais cette fois selon

I’ordre des couleurs, soit :
OH VO




i : v 3 e P& & 38 & v v 1.1.*4. Eoﬁa
. & ve &N LK
v a4 L ® P P P 'Y LK v v
B v v K i & & & v v 14.*4. EQQQ
* » ve ) a8
v L Cull * v * vy XY * vl v v
R : v FR ih & 2 & v v lq.*& 24‘4
* » ve &N L
v L LR LXK 3 ® P! 'Y UXS v v
* ' I
A i & v v ;. 24 & v v 14.*4- Eo*a
. & ve &N L
M L 2 L LR ® P! 'Y ® ¥ vV
* |
R ih & 2 & s v F S Sv v 1&*4- EAQQ
& ¢ ve & & ovo
M * vy * ] ' S Y 'Y * v; v v}
l | | | | | |
A i% & 24 & K3 v v I s 2a A
& ve . a*s 4:4
M * ¥ ® ¥ L LY L * v v v
* | | | | | | | | | | | |
A ih & 24 & 1.1-*4- v v v v ;e 24‘4
& &R ve . aa
g LXK 3 * ¥ L 2 a4 o A% LR v*v;
A 24‘4 s & 3& & 14.*-1- v v v v K3
L & & & ve *
3 v v * vy ® vy * r; 'S 'Y * !

Que remarque-t-on ?




On parle de stabilité du tri lorsque le tri selon un attribut maintient
I’ordre selon un autre attribut sur lequel on a déja fait le tri.

Pourquoi est-ce si formidable ?

Ex: Si je trie mes chansons
- par ordre alphabétique,
- puis par album :

Je verrai dans chaque album mes chansons par ordre alphabétique !!!

En pratique une base de donnée peut avoir des millions d’entrées, et
certains attributs (4ge, sexe, nationalité) sont tres redondants.

Or un tableau méme partiellement trié se trie beaucoup plus vite par
insertion !

Quelle peut-étre la conséquence de la stabilité sur la complexité en temps ?



Tableau avec redondances des valeurs

[Complexité en temps du tri par insertion]

Pour illustrer les choses on réduit notre espace a [3 valeurs & 4 couleurs]

¢ v o s . Y ) v
* v * ¢ . v s
¢ a v ! o ¢ v
Premier tri par valeurs
v * L) ¢ v v H )
¢ v ) ¢ v & .
v VL ¢ . I v

16 permutations !

Rq : les (valeurs, couleurs) initiales ont elles été choisies au hasard ?



Premier tri par valeurs

£ = > = = > = o
L L L L L L L < <>
<4 <4 <4 <% <4 <4 <4 me
<> <> <> <> <> <> >0 £
> > > > > > < <> o o4 3
<> <> <> <> <> <» e k]
rw rw >w >w >w »w rw <|tw
< <> < € > < <> < <> < <> €< ¢ € o4 I > > ¢
me me me me me me Mm% Lt 3
*> *> *> *> P P tw *w
L 2 <& L 2 <& ot ok o4 o4 o > > ¢ * o0
<o <o <o <o o e it 3 me
Pw Pw *w Pw <|tw tw *w >N
o€ o4 4 o 3 o o4 P € g > ¢ > 9> ¢ * o0 < >
L3 e e e 0P 0P me N
>N >N <tw tw *>w *>w >N 3
< > < > > > ¢ > > ¢ * o0 * o0 < > L 3
Ne e "y "y ne ne oe <%
tw tw *w *w N N <> <>
> > ¢ > > ¢ > o0 > o o0 < > < > > >
™ Y 3 me me e e » <»
*w *w »N N *> *> *> *>
s * o0 < > < > L 2 < <& <&
me me e Ne <o <o qe <o

16 permutations !



b Ve

4

Second tri par couleurs

o e o o o o e -~
< <> < <> < <> < <> < <> < <> < € > * o0
oe oe oe oe oe oe oe oo
P P rw rw e e *w *>
£ o I o £ 3 of of of of 3 of of of of 3 L R 2 2 L 2
L3 L3 L3 L3 L3 L3 me <o
tw <tw <|tw <tw tw *>w *> tw
> > ¢ > > ¢ > > ¢ > > ¢ > > ¢ > o0 <& > > ¢
[t 2 " "y "y [t 3 ne <o Lt 3
*w *w *w *w *w *> tw <>
> o0 * o0 > o0 > o0 o0 X3 > > ¢ >
me me me me me <e it 3 t
>N S >N *> *> tw <> P
< > < > < > L 3 L 3 > 9> ¢ > o o I
Ne e ~e <o <o [t 3 <P m%
3= (3 *> <> <> <> o (3
L 2 L3 L 2 > > t 2 L L 3
<% <% <o <» <» <» ot <%
<> *> <> > ) > = >w
> * > ¢ L L L ] < <>
<® <o <® <% <% <4 <% me
*> <> > >N »N >N N >N
< > o < > < > < > < > < >
<o <P <4 Ne e e e e

18 permutations !!



On tri a nouveau par valeurs

=5 =5 =5 +o >0 o = =0
o0 o0 PAR AR DA AR DA AR o AR RS o0
o e o o o oe e oo
*> *> *> *> *> *> W |tw
L 4 L 4 L 4 < < <& > > ¢ > > ¢
<o <o <o <o <o <o [t 3 Lt 3
tw tw tw tw tw tw rw W
> > ¢ > > ¢ > > ¢ > > ¢ > > ¢ > > ¢ € 4 3 o€ ok
X 3 " "y Lt 3 Lt 3 Lt 3 o Lk 3
<> <> <> Pw W rw W >w
> > > o g 3 o ok 3 4 o4 3 < € > < € >
Lt 2 < Lt 2 e e o me me
=5 = =5 == == o =5 >
L2 ot % P ot o4 < <> < <> < ¢ < > < >
o% e e me me me Ne N
o> > rw >N »N »N *> *>
L) L) < <> < > < > < > L 2 *
<% <4 me Ne Ne Ne <o <o
>w >w >N <> <> <> <> <>
< <> < <> < > > > > > >
e me ~e <® Lt 2 <P <® <P
o5 55 = = = = = >
< > < > ¢ ¢ ¢ L ¢ L 3
Ne e <4 <4 <4 <4 <% <4

9 permutations seulement !!



» V¢

<

On tri a nouveau par couleurs

- - - - - - - s
> o0 > o0 > o0 * o0 > o0 > o0 > o0 * o0
o = = = e oe oe o
<tw <tw <|w € €w €w *>) *>
> > ¢ > > ¢ > > ¢ > > ¢ > > ¢ > > ¢ <& <&
[t 3 "y "y [t 3 "y "y <o <o
P P w w P *> tw |tw
LK 2 ) LK 2 D € g 3 € g LK ) <& > > ¢ > > ¢
L3 L3 L3 L3 Ll <o [t 3 Lt 3
3 3 3 3 *> <> <> <>
< ¢ < ¢ < ¢ < ¢ <& > > >
me "ne mne mne <o <» <> <P
>N >N >N *> <> P e e
< > < > < > L 2 > f o 3 % o4 I o of 3
e e e <o <» o4 L3 o4
*> *> *> <> > > > 2|
2 2 * 2 > L L L ] L ]
<o <e <o <P <% <% <4 <%
<> <> <> L3 rw rw >w >w]
> > > L 3 < <> < € < <€ > < <>
< <®» <» <% me me me me
= = = s s s s o
L ) L ) L ) < > < > < > < > <« >

<

<

<

~e

e

e

~e

~e

9 permutations seulement !!



Inutiles de continuer car les conditions initiales sont ensuite toujours les mémes...

On pourrait en revanche envisager plus d’attributs distincts mais redondants,
ainsi qu'une quantité massive de données :

ex : un million d’utilisateurs qui ont tous entre 1 et 100 ans
- chaque 4ge est redondant environ 10.000 fois.
- I'ordre de grandeur est le méme pour la nationalité.
- deux sexes possibles.... etc

L'idée d’une amélioration des performances grace a un tableau partiellement trié
est reprise dans le tri Shell «Shell-sort » qui est une altération du tri par insertion.

Conclusion :

On voit que la stabilité du tri par insertion peut considérablement
en améliorer les performances. C'est d’autant plus intéressant que ce
tri est linéaire si le tableau est déja trié ou trié par morceaux.



Application de la stabilité du tri

Recherche optimisée d’alignements :

C=0O(N"’.log(N))

liste d’alignements vide O(1)
Faire une boucle sur tous les points: N - fois

- Trier les N-1 points restants selon I’ordre lexicographique (x, y) ~ O(N.Log(N))
- Calculer les angles[modulo pi] /horizontale de tous les points [0, pi]  O(N)
- Trier les points (tri stable !) selon les angles O(N.Log(N))
- Balayer la liste des angles O(N)
- identifier chaque alignement

- si le point de référence est 1’extrémité basse
- on garde l’alignement O(1)
- on garde en mémoire ses extrémités pour le tracé



98 points aléatoires : 93 alignements [81 de 3 points / 10 de 4 points / 2 de 5 points]

—

2/

\ g
7

3

5\

- \ . _
- ‘l ' AN

1‘//&4 S /‘/ﬂ/“ B
S-SRI
NAN L

..Oh’ ,
‘_,‘. , N
" X 3 I \ —/' «
}/’/" \

7

7,

PE:

el

i

——— ] \| _!‘.”

¢ N A
X A .m YD

N,
B
NSV

,Q \hy
AN

f——




